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Bu tez ¢aligsmasi bes ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismidir ve
bu béliimde ¢alistigimiz konunun tarihsel gelisimi hakkinda bilgi verilmistir. Ikinci
boliimde, genel bir literatiir bilgisi verilmistir. Konunun anlasilabilir olmasi i¢in gerekli
olan temel kavramlardan, notasyonlardan ve teoremlerden bahsedilmistir. Ucgiincii
boliimde, istatistiksel yakinsaklik kavrami verilmis, bunlarin 6zellikleri incelenmistir.
Dordiincii boliimde, Quasi-Cauchy dizileri hakkinda bilgi verilmis, ward siireklilik, ward
kompaklik kavramlart tanitilmis ve ilgili teorem ve ispatlari verilmistir. Son bdliim olan
besinci boliimde ise, oncelikle kuvvetli lacunary yakinsaklik kavrami tanimlanmustir.
Kuvvetli lacunary yakinsak diziler ve toplanabilme metodu ile iliskili icerme
teoremlerinden bahsedilmistir. Daha sonra bu kavram kullanilarak kuvvetli lacunary
quasi-Cauchy dizi tanimi verilmis ve aralarindaki iliskiyi gosterir teoremlerin
ispatlarindan bahsedilmistir. Ayrica siireklilik ve kuvvetli lacunary ward siireklilik

arasindaki iliski gosterilmistir.
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This thesis consists of five main parts. The first chapter is the introduction and
information about the historical development of the subject we are working on is given
in this chapter. In the second part, a general literature information is given. The basic
concepts, notations and theorems that are necessary for the subject to be understandable
are mentioned. In the third chapter, the concept of statistical convergence is given and
their properties are examined. In the fourth chapter, information about Quasi-Cauchy
sequences is given, concepts of ward continuity and ward compactness are introduced,
and related theorems and proofs are given. In the fifth chapter, which is the last chapter,
firstly the concept of strong lacunary convergence is defined. Strong lacunary convergent
sequences and the inclusion theorems related to the summability method are mentioned.
Then, using this concept, the definition of strong lacunary quasi-Cauchy sequence is
given and proofs of theorems showing the relationship between them are mentioned.

Also, the relationship between continuity and strong lacunary ward continuity is shown.

Keywords : Strongly lacunary convergence, Quasi Cauchy sequences, Ward continuity,

Strongly lacunary ward continuity.
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BOLUM 1. GIRIS

Yakinsaklik kavrami analizin temel tasidir. Dolayisiyla siirekli bu kavram
iizerinde calisiimakta ve gelistirilmeye calisilmaktadir. Istatistiksel yakinsaklikta bu
kavramin bir genellestirmesidir ve giliniimiizde fonksiyonel analizde ve toplanabilme
teorisinde O6nemli bir yer tutmaktadir. Bu kavram ilk kez 1935 yilinda Zygmund
tarafindan kitabinda ortaya atilmis [1], daha sonra 1949 yilinda Steinhaus tarafindan bir
konferansta verilmis ama asil Fast tarafindan 1951 yilinda ilk makale halinde
yayinlanmistir [2]. Daha sonra Schoenberg [3], Salat [8], Fridy [9] ve Buck tarafindan [4]
bu kavram birbirinden bagimsiz olarak incelenmistir. Istatistiksel yakinsaklik kavrami
aktif bir aragtirma haline gelmis olup farkli alanlarda da uygulamasi yapilmistir.
Bunlardan biri olan istatistiksel yakinsaklik kavrami ile Cesaro toplanabilirlik kavrami
arasmdaki iliski Connor tarafindan 1998 yilinda verilmistir [16]. Istatistiksel yakinsaklik
ile Cesaro toplanabilirlik kavramlari, tezin ti¢iincii béliimiinde verilmistir. Bu kavramlar

tezin ana konusunun gelismesi i¢in bir basamak olusturmustur.

Quasi Cauchy dizilerini ilk inceleyen ve 2000 yilinda isimlendiren kisiler Burton
ve Coleman dir [5]. Burton ve Coleman’nin bu ¢alismasini daha sonras1 Hiiseyin Cakalli
gelistirerek quasi Cauchy dizilerini tanimlamistir [6]. Bu ¢alismasinda Cakalli, quasi
Cauchy dizilerinin ward siirekliligi, ward kompakthig: ile ilgili ilging teoremler
ispatlamistir. Quasi-Cauchy dizileri, ward siireklilik, ward kompaktlik kavramlari tezin

dordiincii boliimiinde tanitilmis ve ilgili teoremler ve ispatlari verilmistir.

Kuvvetli lacunary yakinsaklik kavrami Fredman Sember ve M.Raphael tarafindan
verilmistir [15]. Freedman, Sember ve Raphael 1978 yilinda yaptiklari arastirmalarinda
6 lacunary dizi ifadesini kullanarak kuvvetli lacunary yakinsak toplanabilir dizi uzayim
tanimlamustir. |o; | kuvvetli Cesaro toplanabilir dizi uzay: ile kuvvetli lacunary yakinsak
dizi uzay1 arasindaki iliskiyi arastirmiglardir. Fridy ve Orhan, lacunary dizi tanimini
kullanarak istatistiksel yakinsaklikla arasindaki iligkiyi inceleyerek lacunary istatistiksel

yakinsaklik kavramini tanitmiglardir [10].
1



Fridy ve Orhan bu c¢aligmalarinin sonucunda istatistiksel yakinsak diziler ile

toplanabilme metotlar1 arasindaki iliskileri gosterir caligmalar yapmuglardir [11].

Bu tez calismasinda 6ncelikle konularin anlagilabilir olmasi i¢in gerekli olan temel
kavramlar ve teoremler ikinci boliimde verilmistir. Bu boliimde M. Balci’nin kitabindan
faydalanilmistir [17]. Tezin amaci, Oncelikle kuvvetli lacunary yakinsaklik kavrami
tanimlamak daha sonra kuvvetli lacunary yakinsaklik ile Cesaro toplanabilirlik arasindaki
igerme teoremlerini vermektir. Ayrica kuvvetli lacunary yakinsak diziler ve quasi Cauchy
dizilerini harmanlayarak kuvvetli lacunary quasi-Cauchy dizi kavramini gelistirmek ve
bunlarla ilgili teoremler ve ispatlarii vermektir. Ek olarak, siireklilik ve kuvvetli
lacunary ward stireklilik kavramlari verilip daha sonra bunlar arasindaki igerme
teoremlerinin ispatlar1 yapilacaktir. Bu tezde Hiiseyin Cakalli’nin ¢aligmalarindan

yararlanilmistir.



BOLUM 2. GENEL TANIM ve TEOREMLER

Bu bolimde amag konumuz igin gerekli olan literatiir bilgilerini vermektir. Genel

tanimlar, teoremler ve ispatlar: verilecektir.

Tamm 2.1 (Dizi): Tanim kiimesi N* = {1,2, ..., n, ...} (dogal sayilar) kiimesi olan her
fonksiyona dizi denir. Deger kiimesi R reel sayilar kiimesi ise, diziye reel terimli dizi
denir. Yani reel terimli dizi

f: N > R
seklinde bir fonksiyondur. f fonksiyonunun goriintii kiimesi

W, f@2), e, f(), f(n+1),...)
olarak yazilir ve goriintii kiimesindeki elemanlar dizinin terimlerini olusturur.

Yani:

f)=x,f2)=xg, .., f(N) =x,, f(n+ 1) = x4 ...dir.

Buradan x; dizinin 1. terimi, x, dizinin 2. terimi ve x,, dizinin n. terimi ya da genel
terimidir. Genel terimi x,, olan bir dizi kisaca (x,) seklinde gosterilir. Oyleyse

(xn) = (x1, X3, <o) Xp, Xn41, --- ) dir. Bir diziye 6rnek olarak

x, =vnyada (x,) = V1,V2,..,Vn,..)
verilebilir.

Tamm 2.2 (Alt Dizi): Herhangi bir (x,) dizisi verilmis olsun. (x,,) dizisine (x;)
dizisinin alt dizisi denir. (y,) = (xy,) yazilarak alisik oldugumuz yazim elde edilmis
olur. Omegin (2,4, ...,2n,...) cift sayilar dizisi (1,2,...,n,..) pozitif tam sayilar
dizisinin bir alt dizisidir.

Tanmim 2.3 (Sinirh Dizi): Eger her n = 1,2, ... i¢in m < x,, oluyorsa, (x,,) dizisinin mile
alttan sinirlidir denir.

Egern = 1,2, ... i¢in x,, < M oluyorsa, (x,,) dizisinin M ile iistten sinirlidir denir.
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Hem alttan hem dstten smirl bir diziye sinirhi dizi denir. Yani her n > 0 sayisi i¢in
|x,,| < K olacak sekilde bir K > 0 sabit sayis1 bulunabiliyorsa (x,,) dizisine sinirl dizi

denir.

Tamm 2.4 (Yakinsak dizi): V € > 0 i¢in n > n, oldugunda |x, — L |< € olacak
sekilde ny = ny (&) sayisi bulunabiliyorsa (x,) dizisine L sayisina yakinsaktir denir ve
lim x,, = L ile gosterilir. Ayrican — oo iken x,, = L seklinde ifade edilebilir. Dizi bir
n —oo

reel saytya yakinsiyor ise yakinsak dizi, bir reel sayiya yakinsamiyor ise iraksak dizi

denir.

n+(-1)"

Ornek 2.5: (x,) = ( ) dizisini inceleyelim.

_ 1+t

X1 =7 0

—1)2

—1\n —1\n
xn:n+(n1) :1_{_(;)

dizisi 1 sayisina yakinsaktir.

Teorem 2.6: Bir (x,,) dizisi yakinsak ise sinirlidir.

Ispat: Yakinsak herhangi bir dizi (x,,) olsun. lim x,, = x diyelim. e = 1 pozitif say1s1
n—->oo

icin n > n, oldugunda |x, — x| < 1 olacak sekilde 1 sayisina bagli bir n, pozitif tam

sayisi vardir. Her n € N i¢in ||xn| — |x|| < |x, — x| oldugundan |x,| < |x, — x| + |x|

olur. n > ny oldugu i¢in |x,| < |x| +1 dir. max{lxll, lx, |, ..., |xn1|, [x| + 1} =K

secilirse bu takdirde her n pozitif tam sayisi i¢in |x,| < K elde edilmis olur. Bu ise (x;,)

dizisinin sinirl oldugunu gosterir ve teoremin ispatint tamamlar.

Fakat bu teoremin karsit1 dogru degildir. Bunu bir 6rnekle gosterelim:

(x) = ((—=1)™) dizisini alalim. |x,| = |(—=1)"| = 1 oldugundan (x,,) dizisi sinirlidir

fakat (x,,) dizisi yakinsak degildir.



Teorem 2.7: Yakinsak bir dizinin limiti tektir.

Ispat: Yakinsak herhangi bir dizi (x,,) olsun. (x,, ) dizisinina # b olacak sekilde hem a

hem b sayilarina yakinsadigini varsayalim. |a — b| # 0 olur. « = |a — b| alalim. a > 0
dir. (x,,) dizisi a ya yakinsadigindan tim n > N; i¢in |x, —a | < % olacak sekilde N,
pozitif tam sayis1 vardir. Ayni sekilde (x,,) dizisi b ye yakinsadigindan tim n > N, i¢in

|x, —b|< % olacak sekilde N, pozitif tam sayis1 vardir.

N = max{N,, N,}

alalim. Buradan tiggen esitsizligi kullanarak;

a=|la—b|l=|la—xy+xy—b|<|la—xy |+ |xy—D|
a—xy | <-«a ve Xin—b| <=«
la=xy | <3 v = b1 <3
oldugundan
a a 2a
a=|a—b|=|a—xN+xN—b|S|a—xN|+|xN—b|<E+E=7=a

bulunur. Buradan @ < a esitsizligi elde ederiz. Dolayisi ile bu ¢eliskide a = b oldugu
aciktir.
Sonug: Reel terimli yakinsak dizinin limiti tek oldugundan a sayisina yakinsayan bir

( x,, ) dizisini ele aldigimizda bunu lim x,, = a seklinde ifade ederiz.
n—-oo

Tammm 2.8 (Cauchy Sart1): (x,) reel terimli bir dizi olmak iizere, her € > 0 i¢in
nmz=n, iken |x,- x| < € olacak sekilde ny = ny(e) sayist varsa (x,) dizisine

Cauchy sartin1 saglar denir ya da (x,,) bir Cauchy dizisidir denir.

Teorem 2.9: Her yakinsak dizi Cauchy dizisidir.

Ispat: Herhangi bir yakinsak dizi olarak (x,,) alalim ve 111_1)1;10 (xn) = aolsun. (x;;) dizisinin
Cauchy sartim1 sagladigini gostermek icin herhangi bir € > 0 alalim. 7%1_{{)10 (xp) =«

oldugundan n > n, oldugunda |x,, — a | < g olacak sekilde ¢ sayisina bagli bir n, sayisi

vardir. Bu takdirde n,m > n, oldugunda,



IXp — Xml = [Xp—a+a—xy| < |x, —al + |a — x| <§+§=s
olur. O halde (x,,) dizisi Cauchy sartin1 saglar.

Sonug : Reel terimli bir dizinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Cauchy sartini

saglamasidir.
Teorem 2.10: Her Cauchy dizisi sinirhdir.

Ispat: Cauchy sartin1 saglayan herhangi bir (x,) dizisi alalim. Oyleyse & > 0 iken
n,m = n, oldugunda |x,, — x,,| < € olacak sekilde € sayisina bagl bir n, sayis1 vardir.
€ = 1segelim. n,m = n; oldugunda |x, — x,,| < 1 olacak sekilde bir n; dogal sayisi
vardir.

Ote yandan her n € N igin

|x| = |xn —giy +xnl| < |xn —xnl| + |xnl| <1+ |xnl|

dir. Buradan n = n; igin |x,| < 1+ |x,,| bulunur.
max{|x;], 2], o X1 |, 1+ [, [} = K

diye segtigimiz taktirde buradan her n € N igin |x,| < K olur ve (x,,) dizisinin sinirl

oldugu elde edilmis olur.
Teorem 2.11: Bir Cauchy dizisinin her alt dizisi Cauchydir.

Ispat : Bir (x,) Cauchy dizisini alalim. (%, ) bu dizinin bir alt dizisi olsun. Bu (x,, ) alt
dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterecegiz.

Herhangi bir &£ > 0 say1 olsun. Oyle bir N vardir ki hern,m > N igin (x,,) Cauchy dizisi
oldugundan dolay1 |x, — x,,| < € dir.

Benzer sekilde k,I> N ise N <k <ny ve N <[ <n, dir. Buradan |x,, —x,,| <e
oldugu kolayca goriilmektedir. Dolayisiyla bir Cauchy dizisinin alt dizisinin de Cauchy

dizisi oldugu aciktir.

Teorem 2.12: Bir Cauchy dizisinin bir alt dizisi yakinsaksa dizinin kendisi de yakinsaktir

ve her iki dizi de ayn1 limite yakinsar.
Ispat: Herhangi bir (x,,) Cauchy dizisi alalim. Yani V¢ > 0 i¢ginn,m > N igin

6



|xn - xml < 2 (1)
saglansim. Ayrica (xy, ), bir (x,) Cauchy dizisinin alt dizisi olsun. Bu alt dizi de Cauchy
dizisi oldugundan

Ve>0i¢inl > N ise n; > 1> N igin
|xnl _xnkl <§ (2)

olur.
Varsayalim ki bu alt dizi L sayisina yakinsasin. (xn k) yakinsak dizi oldugundan dolay1

Ve>0igcink > Nisen, >k > N igin
|%n, = L] <% (3)
olur. Buradaki amacimiz (x,,) dizisinin yakinsak oldugunu gostermektir. Yani V& > 0
icin |x,, — L| < € olmalidir. (1), (2) ve (3) ten asagidaki esitsizlik elde edilir:
|x, —L| = |xn — L —xy, + X, — Xy, +xm|

= |(xn - xnk) + (xnk - xnl) + (xnl - L)l

e € €
< | = x| + |2, — %, +|(an—L)|<§+ 3t3=¢

Buradan alt dizisi yakinsak olan bir Cauchy dizisinin kendisinin de yakinsak oldugu

goriiliir ve ispat boylece tamamlanmis olur.

Tamm 2.13 (Diizgiin siireklilik): X bos olmayan bir kiime ve X € R igin f: X — R
olsun. Herhangi bir e > 0 i¢in en az bir § = 6 (¢) sayis1 vardirki |x; — x,| < 6 kosulunu
saglayan her x; ,x, € X i¢in |f(x;) — f(x2)| < € saglaniyorsa f fonksiyonu X kiimesi
tizerinde diizgiin siireklidir. Siirekli her fonksiyon diizgiin siirekli degildir. Bunu bir

ornekle gosterelim.



Ornek 2.14: f: R > R olmak iizere f(x) = x? fonksiyonu siireklidir ancak diizgiin
stirekli degildir.

Ispat: f(x) = x? fonksiyonun diizgiin siirekli olmadigin1 gdstermek igin € = 1 olsun.
Her § > 0 i¢cin x; ,x, € R olacak sekilde x; = %-{- g Ve xp, = % secelim. Diizgiin

stireklilik tanimindan |x; — x,| < 8 ve |f(x1) — f(x3)| < € kosullar1 saglanmalidir.

18 1y 8 5
=55 5] =[5 <
ve
| | = <1+6)2 <1>2 = 1+52 >1=
f(x) — fx)] = 513 5) |= 2 = ¢

olur. Bu durum ise diizgiin siireklilik tanimina aykiridir. Oyleyse f fonksiyonu R de

diizgiin stirekli degildir.

Tamm 2.15 (Kapanis): X, herhangi bir uzay ve A € X olsun. A y1 kapsayan en kiigiik
kapali kiimeye veya esdeger olarak A y1 kapsayan biitiin kapali kiimelerin ara kesitine A

kiimesinin kapanis1 denir ve A sembolii ile gosterilir.
A=n{K:KkapaliveA c K}
Bir A kiimesinin kapali olmasi igin gerek ve yeter kosul A = A olmalidr.

Tamim 2.16 (Metrik Uzay): Bos olmayan bir X kiimesi ile d: X x X = R fonksiyonu
verilmis olsun. V x,y, z € X i¢in

Ddxy)=0e x =y
(i) d(x,y) = d(y,x)
(iii) d(x, z) < d(x, y) + d(y, 2)

aksiyomlar1 saglaniyorsa d fonksiyonuna X kiimesi tizerinde metrik ve (X, d) ye metrik

uzay denir.

Tanmmm 2.17: (X,d) bir metrik uzay1 olsun. X fiizerinde herhangi bir (x,) dizisi
tanimlayalim.V € > 0 i¢in n > N oldugunda d(x,, 1) < € olacak sekilde N = N(¢)

pozitif tamsayisi varsa (x,) dizisine [ noktasina yakinsaktir denir.
8



Tamm 2.18 (Tam Uzay): X metrik uzaymin her Cauchy dizisi X de bulunan bir limit

noktasina sahipse (X, d) metrik uzay1 tamdir denir.
Teorem 2.19 : Metrik uzayda her yakinsak dizi ayn1 zamanda Cauchy dizisidir.

Ispat: (X, d) metrik uzayindan herhangi bir yakmsak dizi (x,) alalm. lim x,, = x
n—-oo
olsun. (x,) dizisinin Cauchy dizisi oldugunu ispatlamak igin herhangi bir € > 0 olsun.

lim x,, = x oldugu i¢in n > n; oldugunda d(x,,x) < % olacak sekilde € sayisina bagl

n—->0oo

bir ng sayisi1 vardir. Oyleyse n, m > n, iken
d(Xp, Xm) < d(xp, %) +d(x%,xy) <&

dir. Buradan (x,,) dizisi bir Cauchy dizisidir.

Bu teoremin karsiti her zaman saglanmaz.

Ornek 2.20: X = (0,1) kiimesini ve d(x,y) = |x — y| metrigi ile ele alalm. (x,,) = (1)

n
dizisi Cauchy dizisidir. Ancak (x,)) = (i) dizisi (0,1) araliginda yakmsak degildir.

Buradan (X, d) tam uzay degildir sonucu ¢ikar.

Tanim 2.21 (Kompakthk): X bir metrik uzay olsun. X uzayindaki her dizi yakinsak bir
alt diziye sahip ise X uzay1 kompakt uzaydir denir. A € X oldugunda A kiimesindeki
biitlin dizilerin limiti yine A kiimesinde ve yakinsak bir alt diziye sahip ise A ya kompakt

alt kiime denir.
Bir metrik uzayin kompakt kiimeleri kapali ve sinirhdir.

Tamim 2.22 (Cisim) : K bos olmayan bir kiime olsun ve bu kiimenin elemanlari arasinda
+ ve - ile gosterecegimiz iki tane ikili islem tanimlanmis olsun. (K, +,-) U¢liisii asagidaki
sartlar1 sagliyorsa bu ti¢liiye cisim adi verilir.
i. ab€eKissa+b=b+avea-b=b-a
ii. abeKiscea+(b+c)=(a+b)+c vea-(b-c)=(a"b)-c
iii. abeKisea-(b+c)=(a-b)+ (a-c)
iv. K kiimesinde 0 adinda Gyle bir eleman vardir ki, her ve a € K icina+ 0 =a

esitligini saglar.



V. K kiimesinde 1 adinda 0’dan farkli 6yle bir eleman vardir ki, her ve a € K igin

a1 = a esitligini saglar.

vi. Her a € K i¢in K kiimesinde - a adinda dyle bir eleman vardir ki, a + (—a) = 0
esitligini saglar.
vii.  Sifirdan farkli her a € K i¢in K kiimesinde a1 adinda dyle bir eleman vardir ki

a-a~! =1 esitligini saglar.

Tamm 2.23 (Vektor Uzay): X bos olmayan bir kiime ve K bir cisim olsun.
+: XxX - X ,-:KxX — X fonksiyonlar Vx,y,zZ€EXveVaf€EK igin
asagidaki ozellikleri sagliyorsa X e K cismi iizerinde bir vektor uzayi denir.
Vi) x+y=y+ x ve
) x+(y+z)=(x+y)+z
V) x + 0 = 0 + x = x olacak bigimde bir 0 € X vardir.
V) x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak bigimde bir (—x) € X vardur.
Vs) a.(Bx) = (a B).x,
Vg) 1.x = x,
Vax +y) =ax + ay,
Vg)(@ + B)x = ax + fx

R cismi tizerinde taniml1 bir vektor uzayina reel vektor uzayi, C cismi lizerinde tanimli
bir vektor uzayma kompleks vektér uzayr denir. R € C oldugundan, R {izerindeki bir
vektor uzay1 ayn1 zamanda C tizerinde bir vektor uzayi olarak alinabilir. Burada X in

elemanlarina noktalar ya da vektorler denir.

Tamm 2.24 (Alt Vektor Uzay): X bir vektor uzay1 ve A € X , A # O olsun. A kiimesi

toplama ve skalerle ¢carpma islemlerine gore kapali ise yani;
Vx,y€EAveVY a€Kigin

1- x+y€eA

2- a.x € Aoluyorsa A ya, X in bir vektor alt uzay1 (lineer alt uzay1) denir.
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Bir vektor uzayinin, alt kiimesinin bir vektdr uzay oldugunu gostermek i¢in toplama ve

skalerle ¢arpma islemlerinin alt kiime iizerinde kapali oldugunu gdstermek yeterlidir.

Teorem 2.25: R™ bir reel vektor uzayidir.

Ispat: R" ciimlesinin bir eleman1 x; € R (1 < i < n) olmak iizere

x = (x;) = (xq, x5, ., xp) dir. O halde R"™ ciimlesi iizerinde toplama islemi
x = (x;) = (x1,%2, ., Xxp) ER™ ve y=)=0Y2 -, Yn) € R"olmak lizere
+: R"xR" - R"dir. (x,y) > x+y = (1 + Y1, X3 + V2, ... ,Xn+ yp) veskalerile
carpim *: R*"x R®" - R" (a,x) = ax = (axy, axy, ..., ax,) seklinde tanimlanir.

Simdi vektor uzay 6zelliklerini sagladigini gdsterelim:
(1) Kapahhk Ozelligi

X = (xi) = (xlixZJ "'ﬂxn)! y = (yl) = (}’1, yZ' "'ﬂyn) dIZIIerI i(;il’l;

x+ y = (xler' "'an) + (ylﬂyZI "'ﬂyn) = (xl + yl'xZ + yZ' 'xn + Yn)

dizilerin toplamu1 yine reel terimli dizidir. O halde R™ ciimlesi tizerinde toplama islemi
x = (xq,%x5, ..., x,) €ER", y = (Y1, Y2, V) €ER?

olmak iizere +: R" — R" dir.
(ii)  Degisme Ozelligi
x+y =0 +y,x+ Y5, ,xn + ) dir.
Reel sayilarda toplama isleminin degisme 6zelligi vardir. Dolayisi ile
X+y =@ +x)=uy2 Y + (X0, X2, 0, %0) = (V1 + X0, Y2 + Xp0 0, Yo+ Xn)

x+y=0unY2 0 Yn) + (X1, x5, ..., X,) yazalim.
Buradan x+y =y + x elde edilir.

(iii)  Birlesme Ozelligi

(x+Y)+Z:((x1+y1)+zlf(x2+y2)+ZZ'--- ’(xn+yn)+zn)

Reel sayilarda toplamin birlesme 6zelliginden;

x+y)+tz=x+@+2)=C1+ 1tz %+ Y2+ 22), 00, X0+ (Vn + 2, )
Buradan (x +7y) + (2) = x + (y + z) elde edilir.
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(iv)  Etkisiz Eleman Ozelligi

6 = (0,0, ... ,0) dizisini ve x = (xq, X3, ..., X,) dizisini ele alalim.
0+ x=1(00,..,0) + (1, % e, %)= (0 + 21,0 + x5, .. ,0+2x,) = (X1,%5, ..., Xp)
elde edilir. Oyleyse; 6 + x = x olmak iizere 8 = (0,0, ... ,0) dizisi etkisiz eleman

ozelligi gosterir.

(V) Ters Eleman Ozelligi

(—x) = (—xq, —X3, ..., —Xy) dizisi verilsin.

x = (xq, X3, ..., Xy) dizisi ile —x = (—xq, —x3, ..., —X;) dizisinin toplamina bakalim.
() + (=x5) = (X1, %2, ., %) + (X1, =Xz, 0, —X)

= (x1 + (=x1), %2 + (=%2), . , X + (—25))

= (0,0, ... ,0) elde edilir. Buradan x + (—x) = 6 yazilir. Oyleyse (x) dizisinin ters
eleman1 (—x) dizisi olur. Bu durum tiim (x) dizileri i¢in gecerlidir.

(vi) a,B € R ve x = (xq, Xy, ..., X,) dizisi igin;

(X(BX) = O((BXl, BXZ' HEL an) = (O((BXl), a(BXZ): e a(BXn))

yazilir. Reel sayilarda ¢arpma isleminin degigsme 6zelliginden;

(X(Bx) = ((aB)Xl' ((XB)XZ' L ((XB)XH)

yazilir. Buradan;

a(Bx) = (aB)(x1, x5, ..., x;) = (aB) (x,) bulunur. Oyleyse a(Bx) = (af)x saglanir.

(vii)  Birim Eleman Ozelligi

1€ Rvex = (xq,x3,..,%,) dizisi i¢in;
1x = 10xq, X3, ooy X)) = (Ax4, 15, ..., 1x,) = (X1, X3, ..., Xp,) yazilir.

Oyleyse; 1x = x

(vill)  x = (xq, X2, ., Xp) Ve Y = (Y1, V2, -, ¥n) dizileri i¢in
ax+y) = al((Xq, Xz, - ,Xn) + (V1, V2, -, Yn)) yazilir. Buradan;
a(x+y) =a((Xq +y1, X2 + Vo, e, X + V1))
12



= (a(xy +y1),axz +¥2), ... 5 a(xy + )

Reel sayilarda carpma isleminin toplama iglemi lizerinde dagilma 6zeligini kullanarak;
alx +y) = (ax, + ayy, ax, + Ay, ..., 0Xy + 0Yy)

=(axq, 0Xy, ... ,0X,) + (QYq, AV, . ,OQYL)

= a(Xqy, Xz, X)) AV, V2 oo, V)= 0X + QY

Oyleyse a(x + y) = ax + ay saglanir.

(iX) o B€E R vex=(x4,x3,..,%,) dizisi i¢in;
(a4 B)x = (a4 B)(x1, Xz, o, Xp) = (@ + Bxy, (a0 + B)xz, .., (a0 + P)xy)
Reel sayilarda carpma isleminin toplama islemi iizerinde dagilma 6zelliginden;
(a+ B)x = (axq + Bxq, axy + BXy ... , Xy + BXy)
Buradan;
(a+B)x = a(Xq, Xg, o ,Xp) + BXy, X2, oo, Xp)
Oyleyse;
(a+B)x = ax + Bx

Buradan R" in reel vektor uzay oldugu gosterilmis olur.
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BOLUM 3. iSTATISTIiKSEL YAKINSAK DIiZiLER

Tamm 3.1 (Asimptotik Yogunluk): K € N alt kiimesi igin
§(K) =lim ~|{k <n: k € K}
n—-oo

limiti mevcut ise, bu limit degerine K kiimesinin yogunlugu veya dogal yogunlugu denir

6 (K) ile gosterilir [18].

Burada [{k < n: k € K}| ile K kiimesinin n sayisindan biiyiikk olmayan elemanlarinin

sayis1 gosterilmektedir.

Ornek 3.2: §(N) = 1icin 6{n*:n € N} =0ve
{2n:n € N}=6{2n+1:n € N} = % oldugu yogunluk tanimindan kolayca

goriilmektedir. Asal sayilar kiimesi sifir yogunluguna sahiptir ve bunun gibi dogal

sayilarin her bir sonlu alt kiimesi de sifir yogunlukludur.

Tamm 3.3 (Istatistiksel Yakinsak Dizi): (x,) reel yada kompleks terimli bir dizi olsun.
Eger her € > 0 i¢in,

lim%l{k <n:|lxx—L|=¢€}|=0

n-co
olacak sekilde bir L sayis1 varsa, (x;) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir [9].
Bu durumda st — limx = L veya x;, = L (S) bigiminde gosterilir.

Tiim istatistiksel yakinsak diziler uzayi S ile gosterilir. Eger 6zel olarak L = 0 ise yani
(xx) dizisine istatistiksel sifir dizisidir denir. Ttim istatistiksel sifir dizilerinin kiimesi S,

olarak gosterilir.

Ornek 3.4: m = 1,2,3, ... igin

N :{ 1, k = m?
k 0, k#+m

seklinde tanimlanan x = (x;) dizisini ele alalim. ¥ € > 0 i¢in
Hk<n:|x|=ell<{k<n: x,#0} <Vn
oldugundan,
14



1 Vn
lim—|{k<n:x,#0}<0<lim—=0.
n—-oon n-o N

Bu ise S-limx; = 0 demektir.
Omegin x = (1,0,1,0 ..., ) dizisi sinirhdir. Ancak istatiksel yakinsak degildir. Yakinsak
her dizinin smirli oldugunu Teorem 2.6’da gostermistik ancak istatistiksel yakinsak

dizilerin sinirli olmasi kosulu yoktur. Bunu asagida bir 6rnek ile gosterelim.

Ornek 3.5: x = (x;) dizisinin genel terimi
_ {\/E; k = m?
X =
0; k # m?
olacak sekilde tanimlansin. Ayni sekilde S —limx; = 0 olur. Ancak x dizisi {istten
sinirsizdir.

Bu 6rnek ile istatistiksel yakinsak bir dizinin daima sinirli olmadig1 agik¢a gortiliir.
Teorem 3.6: Istatistiksel yakinsak dizinin limiti tekdir.

Ispat: (x,) dizisi istatistiksel yakinsak olsun. (x;) dizisinin L; # L, olacak sekilde

hem L, hem L, sayilarina istatistiksel yakinsadigini varsayalim. V k € N i¢in

secelim.
S —limx, =L,

oldugundan

liml {k Sn:lxk—L1|>£}|=0

n-0on -2
ve S-limx; =L, oldugundan
.1 £
lim ~|{k <nibo-tadz3 =0

seklinde ifade edilir.

1=1lim=|{k <n:lx|= e}|=lim=|{k <n:|Li—L,| > e}
n—-oon n-oon
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<tim2|{k <nilbog—Lilz 2} +1lim 2 |{k <n:ln - Ll 25} |=0+0=0

1
n—ooon 2 n-oon

olup celiski elde edilir. Béylece L; = L, oldugu sonucuna varilir.

Teorem 3.7: Yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir [2].

Ispat: (x;,) yakinsak bir dizi ve Ilim X, =L olsun. V&> 0 i¢in k > k, oldugunda

|x, — L| < & olacak sekilde en az bir k, sayis1 vardir. Oyleyse k > k, oldugunda
|x; — L| = € olamaz. Buradan

Hk<n:|x,—L|l=¢e}| <k
yazilir. Esitsizligin her iki tarafini % ile ¢arpalim.
e<n: - Ll =g} <k
Stk =n: lx 2 e}l = —ko
dir. n = oo igin
h, 4 1
lim—|{k<n: |x, —L| = ¢} < lim—k, (D
n—-oon n—-oon

Esitsizligi elde edilir. Burada lim E ko = 0 dir. Asikar olarak

n-ocon
O0<|{k<n:|x,—L|=¢e}
dir.
Esitsizligin her iki tarafini % ile carptigimizda
1
OSEI{kSn: |x, — L| = €}
esitsizligini elde ederiz. Buradan;
1
OSlimEI{kSn: |x, — L| = €} (2)
n—-oo
elde edilir. (1) ve (2) esitsizliklerinden
1 1
O0<lm-|{k<n:|x,—L|=¢} <lim—k,
n-on n-on
olur. Buraya sikistirma teoremini uygularsak ;
1
lim—|{k<n: |x,—Ll=¢}=0

n-oon

olur.
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Ilim x, = L iken S- Ilim X, = L oldugu agiktir. Bu durum her yakinsak dizi i¢in gegerli

diyebiliriz. Oyleyse yakinsak her dizinin istatistiksel yakinsak oldugu agiktir. Fakat
bunun tersi dogru degildir. Yani istatistiksel yakinsak olan diziler yakinsak olmak

zorunda degildir.
Teorem 3.8 : Istatistiksel yakinsak iki dizinin toplam istatistiksel yakisaktir [9].
Ispat : x = (x;) vey = (y,) istatistiksel yakinsak iki dizi olsun. Buradan;

S—Ill_r&xkle

ve

S—Ilimyk=L2

yazilir, Amacimiz;
S —]llm(xk+yk) = L1 + LZ

oldugunu gostermektir.

S_,lijﬁloxk: Ly iseA=|{k Sn:lxk—Lllzf}

2

icin A € N ve §(A) = 0 oldugundan her e >0i¢inV k > k; ve V k € N\A i¢in

I — Ly| < =
Xy 1 )

olacak sekilde k € N vardir.
Ayni sekilde S —limy, =L,ise B = |{k <n:ly,—Ly| = §}| icin Bc N ve

6(B) = 0 oldugundan her e >0i¢in V k > k, ve V k € N\B i¢in

1y — Ly| < =
Vi 2 >

olacak sekilde k, € N vardir.k, = max{k,, k,} alahm. Vk € N\ (AN B) veVk >k,
i¢in
€

2~ ¢

€
| e+ yi) = (Ly + L) < lxge = Ly| + |yx — Lo <z+
yazilir. Buradan V € > 0 i¢in k € N\ (A N B) A k > k, oldugunda

| +yi) = (Ly + L) < e ... (m)
17



olacak sekilde en az bir k sayis1 vardir.

[tk <n:|Ca+yie) = L+ L) = ]|

S|{k Sn:lxk—L1|2;}|+|{k Sn:lxk—L1|2§}|

Esitsizligin her iki tarafi % ile carpilarak
1
‘r_ll{k Sn (g +y) — (L + L) =2 e}

<3lfe snemmniz 5 o3l fe -z
bulunur. n = o i¢in

lim —{{k <ns [Goc v - (L +L)| = &)

Sil_r&% {k Sn:lxk—Lllzg} +1111_r)r30% {k Sn:lyk—L2|2§}|

bulunur. §(4) = 0 ve §(B) = 0 oldugundan;
1
lim = < G+ 900 - (L + 1) 2 &} <0
dir. Kardinallik 6zelliginden
1
lm —|{k <n: |(o+y0) =Lt L) 2l =0
oldugu agiktir. x = (x;) ve y = (y;) yazarsak
1
lim ~[l{k <n: |Ge+y) - (L +1o)| = e}l =0
elde edilir. Buradan S —lim (x + y) = L; + L, bulunur.

Teorem 3.9: Istatistiksel yakinsak bir dizi ile bir skaler sayimin ¢arpimindan elde edilen
dizi de istatistiksel yakinsaktir [9].

Ispat: Herhangi bir « € R skaleri alalim. Eger & = 0 ise

S —limax, =S —1lim0.x;, = S —1lim 0 = 0 olup, ispat agiktir.

Simdi a # 0 olmak iizere S —limx = L olsun. Bu takdirde, A € N i¢in 3(A) = 0
oldugunda, & >0 verildiginde her k >k, ve her

ke (N\A) icin |x; — L|< olacak sekilde ko € N vardir.

£
]
Buradan da her k € (N'\ A) ve her k> koigin
18



|ax, —a.L| =|a|lx, —L| < |a|ﬁ=£

olup, her & >0 igin

1
lim— |{k <n:laxy—a.Ll = &E}|[=0

n-on
elde edilir. Yani
S—lim(a.x;) = a.L.
Teorem 3.10: Istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi biitiin diziler uzaymnm bir alt vektor

uzayidir.

Ispat : Istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi s olsun. Tiim dizilerin kiimesini ise s ile
gosterelim. Tiim dizilerin uzayr s vektdér uzaydir. Buradan S # @ dir. Istatistiksel
yakinsak dizilerin kiimesi biitiin dizilerin alt kiimesidir.
Vx,yeSveaeRigin

S—limx+y) =S—-Ilimx+S—-limyeS

S — lim(ax) = a[S — limx]eS

oldugundan istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S, tiim dizilerin kiimesi S nin alt vektor
uzayidir. Buradan yakinsak diziler kiimesinin de istatistiksel yakinsak diziler uzayimin alt

vektor uzay1 oldugu sonucu ¢ikar.

Tamm 3.11 (istatistiksel Cauchy Dizisi): V € > 0 ve hemen hemen her k i¢in
lx —xn | <€

olacak sekilde € sayisina bagli bir N dogal sayis1 varsa yani

lim%|{k§n: |xk —xy| =€} =0

n—oo

olacak sekilde N = N(¢) sayis1 varsa x = (x; ) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir

[9].

Teorem 3.12: x = (x;) dizisi istatiksel yakinsak ise istatistiksel Cauchy dizisidir.

Ispat: S — lim x = L ve € > 0 olsun. O halde hemen hemen her k igin |x, — L| < § dir.

Eger N sayist |xy — L| < % olacak sekilde secilirse hemen hemen her k i¢in;
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&

2~ ¢

€
ka—xN|=ka—L+L—xN|Slxk—L|+|xN—L|<§+
& &
[e<n: pac—xyl 2 e}l <lk<n: | —LlZo}] +1{k<n: [L—xy| 2}l

Her iki tarafi % ile carpalim.
1
k< n: fxc—xyl =€)l
< lfesn: oLz o) 4 fk<n: L-xyl >3}
_n{_n-xk = n{_n- I

Her iki tarafin limitini alalim.

1
lim—|{k<n: |xx—xy| = e}l
n-oon

< lim — |
n-on

{kSn: |xk—2£}|+liml|{kSn: |L—xN|2£}|
2 n-owon 2
limll{k<n: ka—L|>£}=Ove limll{k<n: |L—xN|>£}| =0
n—-oon e —2 n-oon i —2
oldugundan

lim2 [{k<n: |x—xy|=e}=0
n-oon

bulunur, boylece x = (x; ) dizisi istatistiksel Cauchy oldugu gosterilmis olur.
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BOLUM 4. QUASI CAUCHY DIZILERI

Tanmmm 4.1: (x,) reel terimli bir dizi olsun. (x,) dizisinin ardisik terimlerinin
farkini aldigimizda limiti O ise yani

lim (x,;,; —x) =0

n—->oo
oldugunda (x,) dizisine quasi Cauchy dizisi denir [5, 12]. Ax,, = (x,41 — Xxy,) ile ifade
edilir. Bu tanimi gelistirecek olursak;

Her € > 0 i¢in n = n, oldugunda |x,,; — x,| < € olacak sekilde € sayisina bagl bir n,

dogal sayis1 varsa (x,,) dizisine quasi Cauchy dizisi denir.

Ornek 4.2: (x,) = (22%) dizisi quasi Cauchy dizisidir.

(x,,) dizisinin ardisik terimleri farkinin limit degerini inceleyecegiz.

lim Ax,, = lim

n—-oo n—-oo

3(n+1) 3n _ 6 _ 0
2+ D +2 2n+2) noednZyi2n+8

oldugu igin (x,) = (;—) dizisi quasi Cauchy dizisidir.

Teorem 4.3: Yakinsak her dizi quasi Cauchy dizisidir.

Ispat: (x,,), [ sayisina yakinsayan herhangi bir dizi olsun. Yani rlll_r)rolo (x,) = Ldir.
Axp = (Xp41 — Xp) i6IN;

lim Ax,, = rlli_l)lc}o(xn+1 —l=x,+1)= Ai_r)‘glo(xn+1 D+ (l—xn)

n—-oo
= lim (e — D+ lim(l—x,)=04+0=0
n—>oo n—>oo
olur.

Fakat bu teoremin karsitt dogru degildir. Yani her quasi Cauchy dizisi yakinsak olmak

zorunda degildir.
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Teorem 4.4: Reel terimli quasi Cauchy dizileri kiimesi bir vektor uzaydir.

Ispat : Reel terimli quasi Cauchy dizileri kiimesinin bir vektdr uzay oldugunu géstermek
icin Tanim 2.23 deki toplama ve skalerle ¢arpma islemlerinin quasi Cauchy diziler
kiimesinde taniml1 oldugunu gostermek yeterli olur.

Reel terimli (x,) ve (y,) quasi Cauchy dizisini alalim. (x,) dizisi quasi Cauchy

oldugundan 1111_r>§o (Ax,,) = 0 dir. (y,,) dizisi quasi Cauchy oldugundan
lim (Ay,) =0 .
Bu durumda ;
lm ((enes = Ynea) = O +90)) = 1im ((Axn) + (Ayn))

= lim (Ax,) + lim ((Ay,) =0+0=0
elde edilir. Toplama islemi tizerinde tanimli oldugu gosterilmis oldu. Simdide skalerle
carpma islemi lizerinde tanimli oldugunu gosterelim.
(x,) quasi Cauchy dizisi ve c sabit bir say1 olmak tizere (c. x,,) dizisi quasi Cauchy dizisi
oldugunu gosterelim. Buradan,;
7li_{{)lo(cxnﬂ —CXxp) = Al_r)go c(Axy) = crli_r)go(Axn) = ¢.0 =0 dur.
Buradan ispat tamamlanmis olur ve reel terimli quasi Cauchy dizileri kiimesi bir vektor

uzaydir.

Tammm 4.5 (Ward Kompakthk): Reel sayilar kiimesinden bir A alt kiimesi alalim.
Terimleri A dan alinan her bir (x;,) dizisi bir quasi Cauchy alt diziye sahip ise A kiimesine

ward kompakt kiime denir [12].
Teorem 4.6: Ward kompakt bir kiimenin her alt kiimeside ward kompaktir.

Ispat: Ward kompakt 6zelligine sahip bir A kiimesi olsun. Bu A kiimesinden herhangi bir
B alt kiimesi alalim. B kiimesinin ward kompakt oldugunu gostermek i¢in bir (x,,) dizisi
alalim. B € A oldugu i¢in B dan alinan (x,,) dizisinin tiim terimleri A kiimesinde de olur.
A ward kompakt oldugu i¢in A den alinan herhangi bir dizinin quasi Cauchy alt dizisi
oldugundan dolay1 (x,,) dizisinin de quasi Cauhy alt dizisi olacaktir. Yani (x,,) dizisinin

bir (x,,) quasi Cauchy alt dizisi vardir. Oyleyse B ward kompakttir.
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Tanmm 4.7 (Ward Siireklilik): Reel sayilar kiimesinden bir A alt kiimesi alalim. A
kiimesinden reel sayilara tanimli bir f fonksiyonu eger quasi Cauchy dizilerini quasi
Cauchy dizilerine doniistiiriiyorsa bu fonksiyonuna ward stirekli denir.

Yani terimleri A dan olan her (x,) quasi Cauchy dizisi i¢in f(x,) doniisiim diziside

quasi Cauchy dizisi oluyorsa bu f fonksiyonuna ward siireklidir denir [12].
Teorem 4.8 : Reel sayilarin ward kompakt iki alt kiimesinin birlesimi ward kompakttir.

Ispat : Reel sayilar kiimesinden A ve B ward kompakt iki kiime olsun. A U B kiimesinin
ward kompakt oldugunu goéstermek igin elemanlar1 A U B den olan herhangi bir (x;,)
dizisi alalim. (x;,) dizisinin terimleri A da veya B de olmak zorundadir. Varsayalim Ki
terimler B kiimesinde olsun. (x,) dizisinin terimlerini olusturan bir alt diziye (xy,)
diyelim. B kiimesi ward kompakt oldugu igin (x,, ) dizisinin bir quasi Cauchy alt dizisi
vardir. Bu alt dizisi, (x,,) dizisinin bir alt dizisi oldugundan dolay1 A U B kiimesi ward

kompakttir.
Teorem 4.9: A € R olmak {izere A iizerinde ward siirekli her fonksiyon siireklidir [12].

Ispat: A iizerinde ward siirekli bir £ fonksiyonu olsun .Bir (x,,) dizisi alalim ve bu dizi
X sayisina yakinsasin. (x,,) dizisinden farkli x, a yakinsayan bir (z,,) dizisi alalim yani
(z) = (%1, X0, X2, X, -, Xn, Xg, .. ) il€ ifade edilir. Yakinsak her dizi quasi Cauchy dizisi
oldugu i¢in (z,) dizisi de quasi Cauchy dizisidir. f fonksiyonu ward siirekli oldugundan
dolayr (y,) = (f(x1), f(x0), f(x2), f(x0), ... , f (), f(xg), ...) dizisi de quasi Cauchy
dizisidir. Oyleyse (f(x,,)) dizisi de f(x,) yakimsaktir deriz. Oyleyse f fonksiyonu A
tizerinde siireklidir.

Ancak bu teoremin karsit1 dogru degildir. Bunu gostermek i¢in asagida bir 6rnek verelim.

Ornek 4.10: f(x) = x% , (x,)) =Vn +2
lim (Ax,) = Vn+3 —Vn +2
n—->0oo

Vn+3+vVn+2
Vn+3+Vn+2

) n+3—n—2 _ 1

im = lim =0
noo\n4+34+yn+2 noeyn+34+Vn+2

lim (Ax,) = Vvn+3 —Vn +2
n—0o
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limAf(x,) = (Vn+3) — (Vn+2) =n+3-n-2=1%0

n—-oo
oldugundan quasi Cauchy degildir. Oyleyse f fonksiyonu siireklidir fakat ward siirekli
degildir.
Teorem 4.11: iki ward siirekli foksiyonun toplam1 da yine ward siireklidir.

Ispat: Ward siirekli olan f ve g fonksiyonlar1 verilmis olsun. Amacimz f + g
fonksiyonunun ward siirekli oldugunu gostermektir. Herhangi bir € > 0 ve (x,) quasi
Cauchy dizisi alalim. f fonksiyonu ward siirekli oldugu i¢in tanim geregi (f (x,,)) dizisi

de quasi Cauchy dizisi olmalidir. Yani;
limAf(x,) =0
n—-oo

olur. n = ny igin |[Af(x,)| <§ olacak sekilde bir n; € N vardir. Benzer sekilde g

fonksiyonu da ward siirekli oldugu igin g(x,,) diziside quasi Cauchy dizisidir. Yani;
lim Ag(xn) =0

olur.n = n, i¢in |Ag(x,)| < % olacak sekilde bir n, € N vardir.

max{ n;,n,} = M diyelim. n > M i¢in

&

2~ ¢

|A(f + @) ()| =1Af (xn) + Ag(x)| < [Af ()| + 18g(xn) <§+

olur. Buradan f + g fonksiyonuda ward stireklidir.

Teorem 4.12: R nin ward kompakt bir alt kiimesinin ward siirekli goriintiisii ward

kompakttir.

Ispat : Reel sayilardan A ward kompakt bir kiime alalim. f fonksiyonu ise A iizerinde
ward stirekli bir fonksiyon olsun. Bu teoremdeki amacimiz f (A4) nin goriintli kiimesinin
ward siirekli oldugunu gostermektir. f(A) tizerinde tanimli herhangi bir (y;,) dizisi olsun.
Her n € N i¢in (y,) = f (x,) olacak bi¢imde A kiimesinin x, elemanlar: vardir. A
kiimesi ward kompakt oldugu i¢in x = (x,,) dizisinin bir quasi Cauchy alt dizisi vardir.
Bu alt diziye ise (xy,) diyelim. f ward siirekli oldugu i¢in (f(xy,)) da quasi Cauchy
dizisidir. Buradan (f(xy,)) dizisi (f(x)) in bir quasi Cauchy alt dizisi oldugu kolaylikla
goriiliir.
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Boylece ward kompakt bir alt kiimenin ward siirekli goriintiisiiniin de ward kompakt

oldugu gosterilmis olur.
Teorem 4.13: Diizgiin siirekli her fonksiyon ward stireklidir [12].

Ispat : A € R olsun. Diizgiin siirekli bir f fonksiyonu alahm. Amacimz f
fonksiyonunun A iizerinde ward siirekli oldugunu gdstermektir. Bunun igin herhangi bir
(xn) quasi Cauchy dizisi alalm. f fonksiyonu diizgiin siirekli oldugu i¢in tanim geregi
€ > 0 i¢in |x — y| < &§ kosulunu saglayan her x,y € A i¢in |f(x) — f(y)| < € olacak
sekilde ¢ sayisina bagli bir § > 0 sayis1 vardir.

(x,) quasi Cauchy dizisi oldugundan n > n; oldugunda |Ax,| < § olacak sekilde bir
& > 0 sayis1 vardir. Buradan n > n, i¢in |Af(x,)| < € olur. Sonug olarak (f(x,))

dizisi quasi Cauchy dizisidir. Oyleyse f fonksiyonu ward siireklidir.

Teorem 4.14: Reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi lizerinde tanimli ve reel sayilar
kiimesi ig¢ine ward siirekli fonksiyonlarin diizgiin yakinsadigi fonksiyonda ward

sureklidir.

Ispat: Reel sayilardan bir A alt kiimesi alalim. (f;,), A iizerinde taniml1 bir ward siirekli
fonksiyon dizisi olsun. x = (x,,) bir quasi Cauchy dizisidir. Varsayalim ki (f;,) dizisi f
fonksiyonuna diizglin yakinsasin. Her e>0veherx e Aicinn >N

oldugundal|f,,(x) — f(x)| < € olacak sekilde en az bir N € N vardir. fy ward siirekli

fonksiyon oldugunda her n = N; igin |Afy (x;,)| < g kosulunu saglayan & sayisina bagh

bir ~ N; € N vardwr. Buradan n > Nj; igin
|Af Ce)| < 1f Genen) = v (e D] + 1w Cena) = fn Cad 1+ 1w Cen) = f ()

< & +€ N & <
=3 T3 T3%¢
elde edilir.

Oyleyse f fonksiyonu A iizerinde ward siireklidir denir.

Teorem 4.15: Reel sayilar kiimesinin ward kompakt alt kiimesi tlizerinde tanimli, reel

sayilar kiimesi i¢ine ward siirekli fonksiyon diizgiin siireklidir [12].

Ispat: Reel sayilar kiimesinin bir A ward kompakt alt kiimesini ele alalim. f fonksiyonu

A da taniml1 ward stirekli bir fonksiyon olsun.
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Varsayalim ki f fonksiyonu A’ da diizgiin siirekli olmasm. Yani, V§ >0 ve x,y €

A vardir. Oyleki |x — y| < & oldugunda |f(x) — f(¥)| = € olan en az bir £ > 0 sayis1
vardir. Oyle bir (x,,),(y,) € A dizisi vardir ki V n €N icin |x,, — y,| <% iken

|f (xn) — f(Om)| = € olsun. A kiimesi ward kompakt oldugundan (x,) € A dizisinin
quasi Cauchy bir alt dizisi vardir. Bu diziye ise (xn k) diyelim. Ayni sekilde (ynk) dizisi
de (y,) € A dizisinin quasi Cauchy alt dizisidir.

|ynk+1—Ynk | = |ynk+1 - xnk+1| + |xnk+1 - xnkl + |x7‘lk - ynkl

<e+£+£_
373737 °

saglanir. Diger taraftan (x,, ) * nin quasi Cauchy dizisi oldugu kullanilir. Yani

€

2

(Xny,,~Yn,) dizisi 0 sayisina yakinsar. Boylece her i > 1i¢in z; = x,, V€ Zj4q = yp,

€
|xnk+1—ynk | = |xnk+1 4 xnkl + |xnk o ynk' < B to=¢€
olacak sekilde j bulunan z; = (xp,, ¥n,» Xn,s Yn,» Xn,» ) dizisi tammlayabiliriz. (z;)

dizisi quasi Cauchydir. Buna karsilik (f(zj)) = (F Cen ) f ) f (xn,) f (Vny)s e
dizisi quasi Cauchy degildir. Dolayisi ile geliski elde edilmistir yani reel sayilar kiimesi

i¢inde ward siirekli tiim fonksiyonlar diizgiin siireklidir.
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BOLUM 5. KUVVETLI LACUNARY YAKINSAK DiZiLER

Tammm 5.1 (Lacunary Dizi): ky =0ve r - o« iken h, =k, — k,_; — o olacak
sekilde 8 = (k,.);.Z¢ artan tam say1 dizisine lacunary dizisi denir [10].
0 tarafindan olusturulan araliklar I, ile gosterilir. k € R i¢in I, = (k,_q, k-] seklinde

ifade edilir. I, araligin1 inceleyelim:
r=1 Iy = (ko,kq]

L

< C L >
Ko=0 K1

T=2 Izz(kl,kz]

I

K1 K2

r=3 I3 = (kz, ks]

Is

I, aralifinin sonsuza kadar gittigi asikardir ve bu diziyi sonsuza kadar aldigimizda

araliklarinin biiyiidiigiinii goriiyoruz. Oyleyse h, = k, — k,_, — oo dir.

Ky Ky
Z x| = 2 x|
l_kT—1+1 iEIr



alalim. Bu ifadeler siklikla ortaya ¢ikacak ve uygunluk olmasi i¢in kisaca

Z |x;| yazabiliriz.
Iy

Ayni zamanda oranini ise g, ile gosterecegiz.

r—1
Ornek 5.2: 60 = (k,) = 2" — 1 lacunary dizisidir.

Her r € N i¢in 6 dizisi pozitif bir tam say1 dizisi olur.

r = 0 secildiginde (ko) =2°—-1=0.

hy=kr—kpy =27 =1 -2 -1)
=Q2'—-1-2"1+1)

= (27‘ _ 27‘—1)
(-}
2
= 2T 1
‘2

r - oo iken h, =k, — k,_; — o olur. Oyleyse 8 = (k,) = 2" — 1 lacunary dizi

ozelligini saglar.

Tanmm 5.3 (Kuvvetli Lacunary Yakinsak Dizi): I, = (k,_4, k] ve 6 bir lacunary

dizisi olmak lizere

1
lim = > |~ L] = 0
Jim 7 lek |

olacak sekilde bir L sayisi varsa (x;) dizisine L ye kuvvetli lacunary yakinsaktir veya
Ny — yakinsaktir denir.

N
Bu durum Ny — limx = L veya x; =3 L olarak gosterilir.
Teorem 5.4: Bir dizinin kuvvetli lacunary yakinsak limiti varsa tektir.
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Ispat: Kuvvetli lacunary yakinsak bir (x;) dizisi olsun. (x;) dizisi L, ve L, ye yakimsak

olsun.

.1 .1
rlgrgoh—r lek—Lll =0 lim n lek_Lzl =0

L; —L, = ave a > 0 olmak iizere
Uggen esitsizligi uygulayalim.
|Ly — Lol =Ly — Ly = xp + x| [Ly — x| + | — La|=loxge — Ly | + |y — Lo

D=Lyl + b= Lol = Y It =Lyl + ) 1= Lol
I Iy Ir

Denklemi hi ile ¢arpalim.

I I,
EI LI+1EI Ly |

=— ) |x, — — ) |xx =

hrl Kk — L1 hTI k — L2

Ir Iy
. 1 : 1
= llm _lek_l’ll-i- llm _ZIXk_Lzl =0+0
r—00 hT‘ r—oo hr
I I
Buradan;
1 1
lim —lek —L;| =0ve lim —lek —L,| =0
r—oo hT‘ r—o0o hr
I I
elde edilir.

Oyleyse L; — L, = 0 dir. Buradan ¢eliski elde etmis olduk. L; = L, ise kuvvetli lacunary
yakinsak (x; ) dizisinin limiti tektir.
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Teorem 5.5 : Yakinsak her dizi kuvvetli lacunary yakinsaktir.

Ispat: (x,) yakmsak bir dizi ve ’lim X = L alahm. V ¢ > 0 igin ky = k oldugunda

|x;, — L| < € olacak sekilde en az bir k, € N sayis1 vardir. Ayrica ry = k, olacak sekilde

1o € N segelim. Oyleki eger r > 1, ise

olur. Yani

] 1
ll—gloh_r z lx, —L| =0

kel

dir. Buradan (x;) kuvvetli lacunary yakinsaktir.
Teorem 5.6: Kuvvetli lacunary yakinsak diziler kiimesi bir vektor uzayidir.

Ispat : Bu ispatta vektor uzay oldugunu gostermek icin alt vektdr uzayin iki 6zelligini
gostermek yeterlidir.

x = (x;) vey = (y,) Kuvvetli lacunary yakinsak iki dizi olsun. (x; + y,) dizisinin
kuvvetli lacunary yakinsak dizi oldugunu gosterelim.

x+y=0q)+ ) = (o + yi)

(xx) kuvvetli lacunary yakinsak bir dizi oldugundan, (x; ) dizisinin bir L; limiti vardir.

(yi) kuvvetli lacunary yakinsak bir dizi oldugundan, (yy) dizisinin bir L, limiti vardir.

(x) dizisi Ly sayisina kuvvetli lacunary yakinsak oldugundan tanim geregi ;

1
lim — Zka— Ll=0 (1)
Ir

T—00 hr

yazilir. Ve (y;) dizisi L, sayisina kuvvetli lacunary yakinsak oldugundan;

T—00

1
lim— >y~ L[=0 (2
T

dir. (1) ve (2) kullanilarak
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D G+ 0 = Ly + 1)1 = ) (= L) + G = L) |
Ir T
Esitsizligin her iki tarafi hi ile carpalim.

1
= G+ 30 = (L + L)

by
1
< = Q= Lil+) = L)
T T T

Ir
1 1
Sh_r lek — Ly | +h_rzlyk_ Ly |

Esitsizligin her iki tarafinin limitini alalim.

T—00

1
0< limh— E | + i) — (Ly + Ly )|
T
Iy

1 1
< lim — lek — Ly | + lim —Zlyk — L, |
r—>oohr T'—)OOh_r

I, T,
1 1
11m—Z|xk— L;|=0 ve lim —Z|yk— L,|=0
r—oo hr r—oo h'T'
I I,
oldugundan
1
0< lim— D 1Gu + 1) = (L + L) S 0+0
T—00 r
Iy
Esitsizlikten;

1
lim— > G+ = (L +12) =0

T—00 T
Iy
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oldugu agiktir. Bdylece x +y nin L; + L, sayisina kuvvetli lacunary yakinsaklig
gosterilmis olur.

Sonug olarak iki kuvvetli lacunary yakinsak dizinin toplami kuvvetli lacunary yakinsak
dizidir.

Q) Simdi ¢ € R i¢in her bir kuvvetli lacunary yakinsak x = (x;) dizisi i¢in
c.x = (cxg) dizisinin de kuvvetli lacunary yakinsak dizi oldugunu
gosterelim.

x = (xp) kuvvetli lacunary yakinsak dizi olsun.(x;) kuvvetli lacunary yakinsak

oldugundan bir L limiti vardir. Buradan;

1
I —z —L|=0.
rl—r}gohr lek |

1
ll_r)rgoh—kak—cLI:O
Iy

oldugunu gosterelim.
Dlexe=cll= Y leCre—1)1 = Y lellxe = L1 = lel ) x— L]
Ir L Ir Ir

Denklemin her iki tarafim hi ile ¢arpalim.

Denklemin her iki tarafinin limitini alalim.

1
lim h_ |cxk—cL|—11m —ICIZka L] =|c| 11m —lek L|

T—00

1
ll_r}go h—Zka —Ll =0
Ir
oldugunu biliyoruz. Buradan

|c|.0 = 0 olur.

Oyleyse ;

1
lim — Zlcxk —cL|=0
r—»ooh
Iy
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olur. Oyleyse (x;) kuvvetli lacunary yakimsak dizi oldugundan ¢ € R ¢arpildiginda
olusan dizi kuvvetli lacunary yakinsak dizidir. Buradan alt vektor uzayn iki 6zelligini de
gosterdigimizden ispat tamamlanmis olur. Boylece kuvvetli lacunary yakinsak dizilerin
kiimesinin biitlin yakinsak dizilerin vektér uzaymin bir alt vektér uzayr oldugunu
gostermis olduk. Vektor alt uzayi, vektor uzay oldugundan kuvvetli lacunary yakinsak

dizi i¢erenlerin kiimesi bir vektor uzayi olur.

Tamim 5.7 (Cesaro Toplanabilirlik):

x = (x;) dizisi igin,

. . x1+x2+"'+xn
lim X = lim =1L
n—oo n—oo n

k=1

oluyorsa, x = (x;) dizisi L sayisina Cesaro toplanabilirdir denir [19].

Tamim 5.8 (Kuvvetli Cesaro yakinsaklik): x = (x;,) dizisi i¢in,

n
1
lim — Z|xk —Ll=0
n-oon
k=1
olacak sekilde bir L sayis1 varsa x dizisi L ye kuvvetli Cesaro (toplanabilirdir) yakinsaktir

denir [15]. Kuvvetli Cesaro yakinsak diziler |a; | ile gosterilir.
n
) 1
ol =fx= Gt lim = x—11=0)
n—oo n
i=1
Ozel olarak L = 0 segildiginde |0 |° ile gosterilir.

Teorem 5.9: Yakinsak her dizi kuvvetli Cesaro yakinsaktir.

Ispat: (x,,) yakinsak bir dizi olsun ve L sayisina yakinsasin. Bu durumda herhangi bir

€ > 0igin n > N, oldugunda |x, — L| < E olacak sekilde bir N, € N bulunur.N; > N,

olacak sekilde bir N; € N vardir. Her n > N i¢in

n
S b
y | x; | =
=1

(xl—L)+(x2—L)+(x3—L)+---+(xN0—L)+(xN0+1—L)+---+(xn—L)‘

=D+ 0 -D+ G-+ + &, —L)
n

n
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Bu toplama tiggen esitsizligi uygulayalim.

n
12 L
"y | x; |
=1

<

(g — L)+ (g — L) + (3 — L) + -+ (x, —L)‘
n

(XN0+1 - L) + (XNO+2 - L) + oo + (Xn - L)
n

+

+-=¢

E

N m
N ™

oldugundan dizi L ye kuvvetli Cesaro yakinsaktir denir.
Asagidaki icerme teoremlerini ifade edebiliriz. Oncelikle liminf.q, > 1 oldugunda

Cesaro toplanabilir bir kiime ayn1 zamanda kuvvetli lacunary yakinsaktir.
Lemma 5.10: Eger lim inf, g, > 1ise |6;|® € Np° dir.

Ispat: Oncelikle lim inf, g, > 1 oldugundan dolay1 her r > 1 i¢in 1 + § < g, olacak
sekilde bir § > 0 sayis1 vardir.

|611° € Np° Cesaro toplanabilir kiimenin kuvvetli lacunary yakinsak dizi oldugunu
gostermek icin |o;|® den bir x eleman: alahm ve bu elemanmn ayni zamanda N°
oldugunu gosterelim. Yani x € |o;|° ise x € Ny° oldugunu géstermeliyiz.

n

1 1N,
lim= ) |x;|=0 = hm—ZIxﬂ 0
n-oo N £ ‘r—)ooh,r'

i=1 i=1

ky—1

ker
1 1
T, = — leil —— z |x;| olacak sekilde bir T, araligi secelim.
By £ " hy L
i= i=

kyr—1

kr
1 I 1 Zl | 1 I 1 Zl ) a
TT - hr r kr - xl hr r—1 kr_l - xl ( )
L= 1=

|9 oldugu i¢in asagidaki toplamlar saglanir.

X € |oy

kyr—1

Ky
1 1
lim — E |x;| = 0ve lim E lx;| =0 (2)
o0 K. £ 4 oo kg
1=

i=1
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Tanim 5.1 de yazdigimiz h, = k, — k,_; sayisin1 k,. sayisina bdlelim ve yeni orani g,

cinsinden yazalim.

E _ kr - kr—l —1— kr—l (3)
k. k., k.
Tanim 5.1 de q, = kkT oranindan bahsetmistik. (3) de % yerine quazahrn.
Tr—1 T r
E -1— i — qr — 1
ky & 4r

elde edildigi kolayca goriiliir.

qr = 1 + 6 oldugundan dolay1

he _gr—1_146-1_ 6
k, g — 146 1496

. k 1+6 kr—
Boylece = < — olur ve dolayistyla —
hy ) ker

1 A
< i elde edilir.

Buradan 1 de verilen 7, nin r — oo iken 0 a yakinsadig1 gériiliir. Boylece |o;|® dan
alman x elemaninin Ny ° dizisinin de bir elemant oldugu gosterilmis olur. Yani x € N°
dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Ayrica bir diger igerme teoremi olarak eger lim sup, q, sinirli ise her kuvvetli Lacunary

yakinsak dizi ayni1 zamanda kuvvetli Cesaro toplanabilirdir.
Lemma 5.11: Eger lim sup, q, < oo ise Ng° S |0;|® dir.

Ispat: Herr > 1 igin g, < M olacak sekilde bir M > 0 say1s1 vardur.

Ng° € |07]° oldugunu gostermek icin Ng° den bir x elemani alalim ve bu elemanin
lo,|° da da oldugunu gosterelim. Yani x e NQO ise x € |o1|° olmalidr.

€ >0 olsun.i = 1,2,3 ... i¢in sup;sg Tj < € Ve 1j < K olacak sekilde K > 0ve R > 0

sayilari vardir. k,._; <t <k,ver > R igin

kr

1% 1 1

X Zl|xl-| < Zml S| 2l )l )l
i= i=

iely iel, iel,
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h

el

1
Biliyoruz ki 1, = — leil =veh =k, —k,_; .
T

1 1
? lell S k—(thl + h2T2 + + h’RTR + + h’TTT‘)

=1 r—1

1
=% ((ky —ko)ty + (ky — k)1 + -+ (kg — kp—1)Tp + (Kpy1 — Kp)Tr4q + =
r—1
+ (kr - kr—l)Tr)
1 hy hy ky — k4 hg kg — kg—1 hgri1 kre1 — kg
= Skt 4 R R4 Tre1 + -
kprhy "' hy kg G hg  ke_q B hper kg R+t
Ekr - kr—l -
hy  kpy 7
hy h, hg hgy1 h;
=L ottt + B T
keoy & kpoq C ey B kpoy BT kpoq "

1 1
S (Sup Ti) (kl - kO + k2 - kl + 0oy + kR - kR—l) + —(Sup Ti) (hR+1 + b

r—1 ‘izl kr—l i1

==

+ h,)
Burada kl - ko + kz - kl + -+ kR - kR—l = kR ve
+ -+ hr = kR+1 - kR + kR+2 - kR +14--+ kT‘ - kT‘—l = kT‘ - kR yalelr.

hR+1

Bu esitlik kullanilarak asagidaki esitsizlik elde edilir:

1 1 1
" lell < (Sup Ti) (kr) + (Sup Ti) (kr - kr—l)
t 4 ky_1\iz1 kr_1 \iz1

Sonug olarak

elde edilir. Oyleyse x € |a;|° dir.
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Yukarida yazdigimiz lemmalarin sonucu olarak agagidaki teoremi yazabiliriz.
Sonug : 1 < lim inf,q, < lim sup,q, < « ise Ny = |oy| dir.
Fridy ve Orhan, lacunary dizi tanimin1 kullanarak lacunary istatistiksel yakinsaklik

kavramini da asagidaki sekilde tanimlamiglardir:

Tamim 5.12 (Lacunary istatistiksel yakinsaklik): x = (x;) dizisi verilmis olsun. Eger

her € > 0 i¢in,

1
lim — |{k€ L.:|x; —L| > ¢}

T—00 r

olacak sekilde bir L sayisi varsa, x = (x;) dizisi L sayisina lacunary istatistiksel
yakinsaktir denir ve Sy — limx;, = L veya x;, = L (Sg) seklinde gosterilir [10].

Ayni ¢aligmada bazi icerme teoremleri de verilmistir:

Teorem 5.13: Q = (k,.) lacunary dizisi olmak iizere
. (xg) = L (Ng) ise (xx) = L (Sp) dir.
. x €le ve (xx) > L(Sg) ise (xx) = L (Ny) dir.

Burada [, ile sinirlt dizilerin kiimesi verilmektedir.
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BOLUM 5.1 KUVVETLI LACUNARY QUASI-CAUCHY DIZILERI

Bu kisimda kuvvetli lacunary quasi-Cauchy dizileri (Ng-quasi-Cauchy dizileri) tanitilip

ilgili teoremler verilecektir.

Tamim 5.1.1 (Ny-quasi-Cauchy dizisi): (Axy) dizisi sifira Ny yakinsak ise (xj) dizisine

kuvvetli lacunary quasi Cauchy’dir denir veya (x;) , Ng-quasi-Cauchy dizisidir denir.

Teorem 5.1.2: A < R olmak lizere f, A iizerinde diizgiin siirekli bir fonksiyon olmak
tizere eger terimleri A da olan (x;) bir quasi Cauchy dizisi ise, (f (x;)) da bir Ng-quasi-

Cauchy dizisidir.

ispat: A |, R nin bir alt kiimesi ve f, A lizerinde diizgiin siirekli bir fonksiyon olsun. A
tizerinden herhangi bir quasi Cauchy dizisi alalim ve bu diziye (x;) diyelim. € > 0 ve
x,y € A igin f fonksiyonu diizgiin siirekli ise [x — y| < § oldugunda |f(x) — f(y)| < ¢
olacak sekilde bir § > 0 vardir. (x;) quasi Cauchy dizisi oldugundan k > k, i¢in
|x+1 — x| < & olacak sekilde bir k pozitif tam sayis1 vardir. Buradan ; r > k, igin

1 1

= D U Gn) = [0 | <o (k= hpp) =

hy hy

k€l

Buradan (f (x)) bir Ny quasi Cauchy dizisidir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.
Oyleyse f diizgiin siirekli fonksiyonu i¢in A {izerindeki (x;) quasi Cauchy dizisi ise f (x;)

da Ny quasi Cauchy dizisidir.

Lemma 5.1.3: (¢,,n,) , lim|&, — n,| = 0 kosulunu saglayan bir sirali ikili dizisi ve
n—->oo
(xn,) Ng quasi Cauchy dizisi vardir. Oyleki her pozitif i tam sayr igin

(&i,mi) = (xj-1,x; ) Ozelligi gergekleyen en azindan bir pozitif j tam sayisi vardir [13].

Ispat: Her k pozitif tam sayist i¢in 1 < i < ny oldugunda z§ =1 , zX = &, sarti
gercekleyen A kiimesinden bir z¥, z¥, ...,z,’i‘k dizisini alalim. |Zlk - z{‘_1| <% olarak

tanimlayalim. Bu kabul ile asagidaki (x,,) dizisini olugturalim.
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1 1 2 2 k k
G0N 210 s Zny =1, §2 M2 Z1s s Zng—1 =0 Sl Mier Z1 0 -+ Zige_po Skt 1 M 10 =+ )

Boyle olusturarak (&;,7;) = (xj-1,%;) seklinde her i pozitif tamsayisina karsilik gelen
en azindan bir pozitif j tamsayisi bulunur. Olusturulan bu dizi quasi Cauchy dizisidir ve
herhangi bir quasi Cauchy dizisi bir Ny quasi Cauchy dizisi oldugu i¢in bu dizi de Ny

quasi Cauchy dizisi olur.

Tamim 5.1.4 (Ng — siireklilik): (x;) dizisi, R nin bir A alt kiimesinde Ny yakinsak bir
dizi iken (f(x)) da Ny yakinsak oluyor ise f fonksiyonuna kuvvetli lacunary siireklidir
denir. R nin bir A alt kiimesinde taniml1 bir fonksiyonun kuvvetli lacunary siirekli olmasi

icin gerek ve yeter kosul bu fonksiyonun bilinen anlamda siirekli olmasidir.

Tamim 5.1.5 (Ng — ward siireklilik): (x;) dizisi, R nin bir A alt kiimesinde Ny quasi
Cauchy dizisi iken (f (xy)) dizisi de Ny quasi Cauchy oluyorsa f fonksiyonuna kuvvetli

lacunary ward siireklidir ya da Ny — ward stireklidir denir.

Teorem 5.1.6: A c R kiimesinden alinan bir f fonksiyonu Ny ward siirekli ise diizgiin

sureklidir.

Ispat: f fonksiyonunun A iizerinde diizgiin siirekli olmadigini varsayalim. Oyleyse
herhangi bir § > 0 i¢in x,y € A vardir ki |x — y| < § oldugunda |f(x) — f(¥)| = &
olacak sekilde en az bir g5 > 0 vardir.

Her n > 1 sayisi i¢in &, ,n,, € A ve |&, — n,| <% oldugunda |f (&) — f(m)| = &
dir. Lemma 5.12 ye gore herhangi bir i = 1 sayist1 i¢in &; = x; , n; = xj41 sartlarin
saglayan en az bir j pozitif tam sayisinin segilebildigini ve bdylece dizinin Ny quasi
Cauchy dizisi oldugunu biliyoruz. Fakat |f(xj4+1) — f(x;)| = & oldugundan dolay1
(f (x;)) Ng quasi Cauchy dizisi degildir.

Yani f fonksiyonu Ny quasi Cauchy dizisini herhangi bir Ny quasi Cauchy dizisine
gotlirmez. Bu ise diizgiin siireklilik tanimina aykiridir ve ( f (xl-)), Ny quasi Cauchy dizisi
degildir.

Teorem 5.1.7: A € R iizerinde tamiml (f,,) dizisi Ny ward siirekli ve (f,,) dizisi f

fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise f fonksiyonuna A kiimesi iizerinde Ng ward siireklidir

denir.
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Ispat: Terimleri A de olan bir (x;) Ny — quasi-Cauchy dizisi alalim. (f;,) fonksiyon dizisi

diizgiin yakinsak oldugundan her € > 0 i¢in n = n; ve her x € E i¢in

lf (x) — fr(x)] < golacak sekilde bir n; € N vardir. Buradan r > n; ve her x € A igin;
1 1 e €
= D@ = il <= U= k)5 =3
h, ~ h, 3 3

dir. (fn,), A Uzerinde Ny ward siirekli oldugundan r = n; i¢in

1
e 2 G = fu G [ <3

K€L
olacak sekilde n, € N vardir. Simdi ny, = max{nq, n,} yazalim.
Buna gore r > n, i¢in

1
e 2 G~ FGa)|

k€I,

L 1
< 2 ) = o) | +5 3 Ua) = i)

k€L

1
o ) @0 - fao | <5 +3+g=e

k€l

Buradan;

1
lim o= > 1 Gaesn) = £ 1= 0.

kel
Boylece f fonksiyonun Ny quasi Cauchy dizisi oldugu gosterilmis olur.

Teorem 5.1.8: A € R nin tim Ny ward siirekli fonksiyonlarin kiimesi A nin siirekli

fonksiyonlar kiimesinin kapal1 bir alt kiimesidir.

Ispat: Ny ward siirekli fonksiyon kiimesinin kapanisindan f fonksiyon alalim. O halde

Ny ward siirekli fonksiyonlar kiimesinden bir f;, dizisi vardir. Oyle Ki Ilim fi = f olsun.
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f fonksiyonunun Ny ward siirekli oldugunu gostermek i¢in A kiimesinden herhangi bir
Ng quasi Cauchy dizisi alalim ve bu diziye (x;,) diyelim.

€ > 0 olsun. (f,) dizisi f ye yakinsadigi igin dyle bir n; € N vardir ki tim k € N igin

|f () — fu, ()| < zolur. Buradan; r > n, i¢in

1 1
o G0~ | <o e = 5=

K€l
fn, » Ng ward siirekli oldugundan dyle bir n, € N pozitif sayisi vardir ki r = n, igin

1
e D oG — (0 | <5

k€l

Simdi ng = max{n, n,} yazalim. Buna gore r = n, igin;

1 1
o 2 MG = FE 1S 1 D | ) = o Gon) |

k€l kel

1 1
i ) UG G |+ D o) = £ G|

k€I, kEl,

Buradan;
1
lim— > | f(ean) = f (1) | = 0.
" kel

Boylece f(x;) Ng quasi Cauchy dizisidir. Dolayisi ile f fonksiyonu Ng ward siirekli

fonksiyondur ve ispat tamamlanir.
Teorem 5.1.9: A c R siirli ise gerek ve yeter kosul A kiimesi Ny ward kompakttir.

Ispat: A, R nin herhangi bir sinirh alt kiimesi ve (x,,) A kiimesinden alian herhangi bir
dizi olsun. Ayrica (x,) dizisi A nin elemani olsun. A dizisel kompakt bir kiime

oldugundan (x,) dizisinin yakisak bir alt dizisi vardir. Bu diziye (x,, ) diyelim. Bu alt

dizi Ny yakinsaktir. Oyleyse (x,,,) Ng quasi Cauchy dizisidir. Dolayisi ile simirli bir kiime
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Ny ward kompakt oldugu gosterilmistir. Simdi de A kiimesi Ny ward kompakt olsun fakat
varsayalim ki sinirli olmasin. A kiimesinden alinan bir x,, kabul edelim ki her n pozitif
tamsayist i¢in x,,1 > 1 + x;, esitsizligini saglasin.

O halde (x,,) dizisinin herhangi bir Ny quasi Cauchy alt dizisi yoktur. Dolayis1 ile A
kiimesi Ny ward kompakt degildir. Buradan c¢eliski elde edilmis olur ve A kiimesi Ny

ward kompakt iken sinirli olmasi gerektigi sonucuna ulasilir.

Teorem 5.1.10 : Ac R iizerinde tanimli Ng ward siirekli bir f fonksiyonu A {izerinde
Np siireklidir.

Ispat: f fonksiyonunun R nin bir A alt kiimesi iizerinde tanimli Ny ward siirekli

oldugunu varsayalim. (x,) , Ny yakinsak bir dizi olsun ve Ng — lim x;, = x, dir.
n—-oo

Oyleyse

(%1, X0, X2, X0, < » Xn—1, X0» X X0y -+ )

dizisi (xy) a Ny yakinsaktir. Dolayisiyla Ny quasi Cauchy dizisidir. f fonksiyonu Ny

ward siirekli oldugundan

(f (), £ (x0), £ (x2), £ (X0), woes f (1), £ (X0), £ (%), f (X0), ---)

dizisi Ng quasi Cauchydir. Buradan f (x,,) dizisinin f(x,) a Ng yakinsadigi sonucu ¢ikar.
Bu teoremin tersi her zaman dogru degildir. Ornegin f (x) = x? fonksiyonunu ele alalim.
Vv dizisi Ng quasi Cauchy dizisi iken f(v/n) = n olup Ny quasi Cauchy degildir.
Sonug olarak f fonksiyonu R nin bir A alt kiimesi tizerinde Ng ward siirekli ise stireklidir.
f fonksiyonu R nin bir A alt kiimesi tizerinde Ng ward siirekli ise A iizerinde istatistiksel
stireklidir.

R nin herhangi bir kompakt alt kiimesi tizerindeki tiim stirekli fonksiyonlar diizgiin

stireklidir. Ayn1 sart Ny ward siirekli fonksiyonlar i¢inde gecerlidir.

Teorem 5.1.11. A, R nin bir Ny ward kompakt bir alt kiimesi ve f: A - R, A lizerinde

Ny ward stirekli fonksiyon oldugunda f A iizerinde diizgiin siireklidir.

Ispat: f fonksiyonunun A iizerinde diizgiin siirekli olmadigin1 varsayalim ve buradan

herhangi bir 6 > O i¢in x,y e Aolup [x — y| < §ve |[f(x) — f(y¥)| > g, olacak sekilde
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§ sayisina bagli en az bir ¢y > 0 vardir. Her n pozitif tam sayisi i¢in x,, , B, vardir oyleki,

X — Bal <2 Ve If (xn) = F(Ba)l > & dir.
A kiimesi Ng ward kompakt oldugundan (x,,) dizisinin bir Ny quasi Cauchy alt dizisi

(%n,) vardir. Aym zamanda (B,) dizisinin alt dizisi olan (8,,) dizisi de Ng quasi

Cauchydir. Ciinkli (By,,,,; — Bn;, ) U¢ Ng dizinin toplami 0 oldugundan , yani

Brysr = Bny = (ﬁ"k+1 - xnk+1) + (x"k+1 - x"k) + (xnk - ﬁnk)'

Ote yandan; x, w1~ Prx = Xnppq — Xny T Xny — Bny, esitliginden su sonug ¢ikar.
(X1~ Bny) dizisi 0 sayisina Ny yakinsaktir.

Dolayist ile
(xnll ﬁnll Xno, ﬁnzl Xng, ﬁn3r w0 X ﬁnk' )
dizisi Ny quasi Cauchydir. Ancak goriintiisii olan

(f Ccn s f(Bryds [ (xng)s [ (Bugds [ (Xng)s f(Brg)s s f(Kny ), f (Bry ) -o0)
dizisi Ng quasi Cauchy degildir. Boylece f Ny quasi Cauchy 6zelligini korumaz.

Sonug olarak bir f fonksiyonu R nin sinirli bir A alt kiimesi lizerinde Ny ward stirekli ise

A kiimesi lizerinde de diizgiin siireklidir.

Teorem 5.1.12: R nin herhangi bir Ny ward kompakt bir alt kiimesinin Ny ward siirekli

goriintiisii Ny ward kompakttir.

Ispat: £ R nin bir A alt kiimesinde Ny ward siirekli fonksiyon olsun. E, A kiimesinin
Ng ward kompakt bir alt kiimesi oldugunu varsayalim. (y,,), f(E) den alinan herhangi
bir dizi olsun. Her n pozitif tam sayis1 i¢in x,, € E olmak tlizere y,, = f(x,) yazahm.E Ny

ward kompakt oldugundan dolay1 (x;) dizisinin (y) = (x,,) altdizisi vardir. Oyle ki
Ny — Ilim Ay, = 0dir. (t;) = f(yx) olsun. f Ny ward siirekli oldugundan f(y;) Ng

quasi Cauchy dir. Boylece f(xy) dizisinin bir (t;) alt dizisi vardir ve

Ng — Ill_)rg At = 0 dir. Buradan f(E) Ng ward kompakttir.
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Sonug olarak R'nin herhangi bir kompakt alt kiimesinin Ny ward siirekli goriintiisii Ny
ward kompakttir. R 'nin herhangi bir sinirli alt kiimesinin Ng ward siirekli gortintiisii de

sinirlidir.
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BOLUM 6. SONUC

Bu ¢alismada kuvvetli lacunary yakinsaklik kavrami {izerine ¢aligmalar yapilmis
olup, suana kadar yapilan aragtirmalar incelenmistir. Kuvvetli lacunary yakinsak diziler
ve quasi Cauchy dizilerinin birlesiminden olusan kuvvetli lacunary quasi-Cauchy dizileri
lizerine teorem ve sonuglar verilmistir. Ayrica kuvvetli lacunary ward stireklilik ve
kuvvetli lacunary ward kompakt kavramlart tanitilip bunlarla bagintili olan igerme

teoremleri gosterilip sonuglar incelenmistir.
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